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Lesson 19

Zufallsexperimente -
Basiswissen

Zufallsexperimente

Ein Zufallsexperiment ist ein Vorgang, bei dem mindestens zwei
Ergebnisse moglich sind und der Zufall entscheidet, welches
Ergebnis eintritt

Die Ergebnismenge £ st die Menge aller méglichen Ergebnisse
des Zufallsexperiments

Beispiel: Wird ein Wiirfel einmal geworfen gilt <= $42;24,5:©3

Ein mehrstufiges Zufallsexperiment liegt vor, wenn der zufallige
Vorgang aus mehreren nacheinander ablaufenden Teilvorgangen
besteht (Durchfiihrungen).

Eine Teilmenge A der Ergebnismenge heif3t Ereignis A.



Relative & absolute Haufigkeit

Allgemein gilt:
Aosolvte Héup\ekeft‘- H;, - Aczall der Auspréaung

Hi : .
Relaﬁva Héuﬁigke(b h; = e miL N = Anzatl \r\schth

> Aczahl  im Vechaltais  zur 3C3dmten Henge,

Aufgabe 1:
Stichprobe einer Notenverteilung:
1,2,3,2,4,5,6,6,2,3,1,4

* Wie viele Leute haben die Klausur mitgeschrieben?
* Fille folgende Tabelle aus:

Wert 1 2 3 4 5 ()

Relative
Haufigkeit
Absolute
Haufigkeit

Notizen:



Lesson 20

Baumdiagramme

Baumdiagramm

Alle moglichen Auspragungen schreibt man an Pfade in ein
Baumdiagramm mit den jeweiligen relativen Haufigkeiten.

4
4/6 \
1 A 4 1
Y Z ‘6 Jz
(A
1
z 3 4

)

Ein Baumdiagramm eignet sich bei mehrstufigen
Zufallsexperimenten in einfachen Fallen

Aufgabe 2:
Ein Glicksrad wird 2 mal gedreht.

Die Halfte der Flache des Gllicksrades ist schwarz
bemalt. Ein Viertel ist rot bemalt. Ein Achtel ist blau und
ein Achtel ist gelb bemalt.

Bestimme firr jede Farbe die Relative Haufigkeit, wenn
man das Rad ein Mal dreht.

Bestimme das zugehorige Baumdiagramm, wenn man
das Rad zwei Mal dreht.



Notizen:

Notizen:

1. PFADREGEL:

Entlang eines Pfades wird multipliziert. Fiir welches Ergebnis
willst du die Wahrscheinlichkeit berechnen? Suche den
zugehorigen Pfad und multipliziere entlang des Pfades.

2. PFADREGEL:

Einzelne Pfade werden addiert. Flir welches Ergebnis willst
du die Wahrscheinlichkeit berechnen? Suche alle
zugehorigen Pfade, multipliziere entlang des Pfades und
addiere die Wahrscheinlichkeiten aller passenden Pfade.



TIPP:

Sind Aufgaben mit ,mindestens” und ,,hochstens” formuliert
kannst du gucken, ob es einfacher ist die
Gegenwabhrscheinlichkeit zu berechnen.

Wenn gilt: Ereigm‘s; A , Gegeneceignis: A

Dann kannst du die gesuchte Wahrscheinlichkeit von A
berechnen mit:

P(AY= 1-P(A)

Aufgabe 3:

Berechne mithilfe des bereits gezeichneten
Baumdiagramms die Wahrscheinlichkeiten fiir folgende
Ereignisse:

A: Es wird ein Mal schwarz gedreht

B: Es wird ein Mal gelb und ein Mal rot gedreht

C: Es wird mindestens ein Mal gelb oder blau gedreht
D: Es wird hochstens ein Mal rot gedreht

Notizen:



Notizen:

Notizen:

Ziehen mit & ohne Zuricklegen

Wenn du ,mit Zuriicklegen® ziehst andern die
Wahrscheinlichkeiten sich nicht, egal wie viele
Durchfiihrungen man betrachtet.

BEISPIEL: Glucksrad drehen

Wenn du ,,ohne Zurticklegen* ziehst andern sich die
Wahrscheinlichkeiten bei jeder weiteren Durchfiihrung.

BEISPIEL: Auf dem Tisch liegen Smarties in
verschiedenen Farben. 3 Kinder durfen sich
nacheinander je eins nehmen.



AUFGABE 4:

In einer Urne befinden sich drei weiBe und sieben schwarze
Kugeln und du ziehst drei Kugeln ohne Zurlicklegen.

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass du genau zwei weiBe
Kugeln ziehst?

Notizen:

Ereignisse

DAS GEGENEREIGNIS: A

Jedes Ereignis hat ein Gegenereignis. Das
Gegenereignis enthdlt alle Ergebnisse, die das
Ereignis nicht enthalt. Es gilt:

P(A)+ P(A)=4 > 4-P(A)= P(A)

Beispiel: Krank oder Gesund, Schlafend oder Wach,...



DIE SCHNITTMENGE: An B

Die Schnittmenge umfasst alle Ergebnisse, die
zugleich in A und B liegen. Das Ergebnis muss also
sowohl in A als auch in B enthalten sein.

Beispiel: In einem Raum befinden sich kranke und
gesunde Leute und Schwarzhaarige und Blonde.

Wenn A:Ksak ung B: Blond
Ddann gilt AA D ymfasst alle Levie, die sowohl krank als auch kload
Sind

DIE VEREINIGUNGSMENGE: AuR

Die Vereinigungsmenge umfasst alle Ergebnisse, die
entweder in A oder in B oder in beidem liegen (mindestens
eins von beidem muss gelten).

Wenn A und B sich lberschneiden gilt:

/')A(\IS

AT B
=) ~r

Additionssatz:
PAUD) = P(A)+ P(B)-P(AnB)

Wenn A und B sich nicht tiberschneiden:
PAVR) = P(A) +P(B)

wWell Jdaqa Se\n%(cn keine Ergelenisse 2V AnB



Lesson 21
Bedingte
Wahrscheinlichkeiten

Die bedingte Wahrscheinlichkeit P (A)

ist die Wahrscheinlichkeit flir das Ereignis A unter der
Bedingung, dass B bereits eingetreten ist.

Dann gilt:
P(Ar\B)
P&

T, (A)=
Fe (@)=0, Pa(A)=4-FPs (A)

Pe (AuC) = Py (A)+Fe (€)= Fa(ANC)

Multiplikationssatz:

PANB) = Py (A) - P(B)

Zwei Ereignisse A und B sind stochastisch
unabhangig voneinander, wenn gilt:

T, (A) = BA)

beziehungsweise:

PanR) = P(A) - P(B)



Lesson 22

Laplace -
Experimente

* Einfachstes Zufallsexperiment
* Jedes Ergebnis ist gleich wahrscheinlich
Beispiel: Wurfelwurf, Mlinzwurf

* Dann gilt: Die Wahrscheinlichkeit fir das Ereignis A sind die
Anzahl| der glinstigen Falle geteilt durch die Anzahl der méglichen
Falle

Play- 2L
(EoX|

* Beispiel: Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist die Augenzahl bei
einmaligem Wirfel gerade?

Ereiqais A+ Gede 2ol - dic zugehsiige Merge jst 224,63
Erebaismenge: Q =§4,2,34.5.6 §
Mﬁg\\'dﬂe Ergebnisse: |n|=6
GJAsﬂge talle: |AI= 3
|

2
?( = ~A.L = < =
A oy ©

(VTR



Aufgabe 5:

Ein Glicksrad hat vier Felder mit den Zahlen 1, 2, 3 und 4. Alle
Felder sind gleich groB. Das Rad wird zwei Mal gedreht. Mit
welcher Wahrscheinlichkeit ist die Summe der beiden gedrehten
Zahlen ungerade ODER mindestens 67

Notizen:
Vierfeldertafel
A A
B Haugigkeit Hautigkeit Houigkeit
_ Héu(liskeit Héu{liskeit Héu[l.’gkeit
B
Haufigkeit Hautigkeit Haupigkeit




Aufgabe 6:

Bei einer Untersuchung gaben von 850 befragten Personen
26 Manner an, dass sie Brillentrager sind. Insgesamt
bestatigten 396 Frauen, dass sie keine Brille tragen. Von
den befragten Personen waren 430 Personen mannlich.
Berechne folgende Wahrscheinlichkeiten:

- P(A) - P(A)
- r®) - P(®)
- P(AnR)
- P(AnNB)

Notizen:

Notizen:



Zwei Ereignisse A und B sind unabhangig, wenn gilt:

P(AAR)= P(A) P(B) - Multiplikationssatz

Sind A und B unabhangig, dann sind auch die anderen
unabhangig:

A und ® , Avnd E, Aud B siad danag auch m&bhéo39~
Bei der vorliegenden Aufgabe:

43 4
PA)-P(B)= 2= - — % 0,03
35 13 fP(AnB)c P(A)- P(B)
P(AnB) ~ 003

Wahrscheinlichkeitsverteilung

* Wenn eine Zufallsvariable verschiedene Werte X4, .-, Xn
annehmen kann, dann sind die Wahrscheinlichkeiten der
verschiedenen Werte die Wahrscheinlichkeitsverteilung

* Wahrscheinlichkeitsverteilung:

X ‘X4 XZ

P(X=x:) P(X=x,) P(X=x,) P(X=x,)

* Der Erwartungswert der Zufallsvariablen X ist dann

E(X) = o= x, POX=x) 4, PIX=x2 )+ % Xt POX =Xn)

* Geht es in einem Spiel um Geld, welches die Spieler je nach
Spielausgang zahlen oder gewinnen, dann wird ein Spiel als
,fair* bezeichnet, wenn der Erwartungswert des Gewinns fur
jeden Spieler null ist.



Aufgabe 7:

In einer Urne befinden sich drei weiBe und zwei schwarze
Kugeln. Es wird so lange ohne Zurlicklegen gezogen, bis die
erste weiBBe Kugel erscheint. Die Zufallsvariable X beschreibt die
Anzahl der Ziehungen.

 Welche Werte kann X annehmen?

* Wie ist die zugehdrige Wahrscheinlichkeitsverteilung?

* Wie oft muss man im Mittel ziehen, bis man die erste weil3e
Kugel zieht?

Notizen:

Notizen:



Lesson 23

Statistische
kennzahlen

Statistische Kennzahlen

* Mittelwert o
Ist der Durchschnitt der Werte X = -3\- = X
n ist die Anzahl der gegebenen Werte o

Bei ZufallsgroBen nutzt man den Erwartungswert

¢ Median

Ordne die gegebenen Werte der GroBe nach, dann ist der Median der Wert in
der Mitte. Wenn eine gerade Anzahl an Werten vorliegt liegen zwei Zahlen in
der Mitte. Dann berechnest du den Durchschnitt aus diesen beiden Zahlen.

¢ Maximum

Das ist der groBte Wert aus der Liste

e Minimum
Das ist der kleinste Wert aus der Liste

StreuungsmaBe:
* Varianz

Man berechnet also den Durchschnitt. Dann zieht man von jedem Wert den
Durchschnitt ab und rechnet hoch zwei. Dann addierst du alle Ergebnisse und
teilst sie durch die Gesamtzahl n



 Standardabweichung

Die Standardabweichung ist s, also die Wurzel der Varianz.

Notizen:

Aufgabe 8:

Max lauft jeden morgen zur Schule und guckt auf die Uhr um zu sehen, wie
viele Minuten er gebraucht hat. Bestimme den Durchschnitt, Minimum,
Maximum, Varianz und Standardabweichung.

Tag 1 Tag 2 Tag 3 Tag 4 Tag 5
15 Minuten 17 Minuten 14 Minuten 12 Minuten 12 Minuten

Notizen:



Lesson 24

Binomialverteilung

Binomialverteilung

* Experimenten, in denen es nur zwei mogliche Ausgange geben
kann, also beispielsweise ,Ja" und ,Nein®, ,Erfolg“ und ,Misserfolg“,
liegt eine Binomialverteilung zugrunde

* Solche Experimente nennt man Bernoulli Experimente
* Beispiel: Muinzwurf

* Wenn die Zufallsvariable X binomialverteilt ist, dann gilt:
-k Walwscheinlichke it
n -

P(sz):<k>‘PK-(4-p) = Bnp(k) ,QGfkTrei‘—cerloei

n :chhQGNUﬂﬁé""
n ist die Anzahl der Ziehungen oder Durchfiihrungen
p ist die Wahrscheinlichkeit fur einen Erfolg
k ist die Anzahl der Erfolge

Binomialkoeffizient:

(2 ) = kr\o[(n-K)!

* Erwartungswert einer binomialverteilten Zufallsvariable:

E(X)= pb=Nn-p
X nimmt die groBte Wahrscheinlichkeit bei dem Wert E(X) oder in der Nahe
von E(X) an.

¢ Die kumulierte Wahrscheinlichkeit ist die Summe der einzelnen
Wahrscheinlichkeiten:

Foo (k)= P(X2k)= P(X=0) +P(X=1) + _+ P(X=k)



* Wichtig bei einem Bernoulli-Experiment ist, dass sich die
Wahrscheinlichkeiten nicht mit der Zahl der Durchfiihrungen andern!

* Man kaon Bppe (K) vad Fnplk) mit dem Tasthenrechnel loecechnen.

* Wenn nach einer Mindest-Wahrscheinlichkeit gefragt ist solltest du diese
uber das Gegenereignis berechnen:

P(Xz4) = 1-P(X<1) = 4-P(x=0)
?(X37-)= ,(_P(X(:;'-) = 1- P( X-‘—é)

* Wenn nach einer Wahrscheinlichkeit in einem Intervall gefragt
ist solltest du die kumulierten Wahrscheinlichkeiten einzeln
berechnen und voneinander abziehen

* Beispiel:
P(x2z? ud X<20) = P(Fexeq9)
= p(Xx49)- P(X<6)

* Es kann auch n oder p gesucht und die restlichen Angaben
gegeben sein

Aufgabe 9:

Man geht davon aus, dass 3,5% der Fahrgaste Schwarzfahrer sind.
Ein Kontrolleur fragt 40 Fahrgaste nach einem giiltigen Fahrschein.
Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit fiir folgende Ereignisse:

A: Genau 3 Fahrgaste sind Schwarzfahrer
B: Mindestens 2 Fahrgaste sind Schwarzfahrer

Mit wie vielen Schwarzfahrern kann der Kontrolleur rechnen?



Notizen:

Aufgabe 10:

Im Durchschnitt haben 9 Prozent der Manner eine Rot-Griin-
Schwache (und sind sich dessen bewusst). Wie viele Manner
mussen mindestens befragt werden, um mit einer
Wahrscheinlichkeit von 90%

a) Mindestens einen Mann
b) Mindestens fiinf Manner
mit dieser Sehschwache zu finden.

Notizen:



Notizen:

Notizen:

Notizen:




Aufgabe 11:

In einer Laptop-Produktionsfirma ist ein Laptop mit einer
Wahrscheinlichkeit p defekt.

Wie groB darf die Wahrscheinlichkeit p hochstens sein, damit mit
einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 80 % von 20 Laptops

a) Keiner defekt ist
b) Hochstens ein Laptop defekt ist

Notizen:

Notizen:



Notizen:




Losungen der Aufgaben

Losung Aufgabe 1

Um einen Uberblick zu behalten ordnest du die Stichprobe am
besten immer erst der GroBe nach (wenn sie so klein ist):

112,223,384 568

* Wie viele Leute haben die Klausur mitgeschrieben?

Insgesamt 12 Leute

* Fiille folgende Tabelle aus:

Wert 4 5 6

Absolute Haufigkeit | 2 2 1 2

Relative Haufigkeit | 2 4 | 3 4 |2 4 | 2 4 A 2 1
127 € | 127 9 127 6 |127 6 | 12 12~ €

Losung Aufgabe 2

Schwarz : s
Rot:r
Blav: b
Gelb : 9
Relative Hauﬂl 3kcc+en :
P(s)= = SO0/

P(r)s= = 257

E
A
L.,

( s 12,5/
4 = 42,57
8

F’(g)~




Zugehoriges Baumdiagramm:

A v s, B

Lésung Aufgabe 3

A: Es wird ein Mal schwarz gedreht

4

1 4 A
P(A):i_.a_+_;_.é+_z_.§+q-f’z-4;87--Z—+§.%
= 05=50/
T,
A
‘T/Z r

_c\"

8
N2 AN //\\
r e J s r o 9



C: Es wird mindestens ein Mal gelb oder blau gedreht

?(C): ’I-P(C_)

I Y S B T TN B | 9
=2 .2 — - —_ . — 4 - - =
FCC) z 27z gta z79 YT ¢
PCC)= 4- 2 - *
16
4 o 1
z 1 By,
//_J J/S' s B
-~
s

o
O Ll

D: Es wird hochstens ein Mal rot gedreht

P(D)= 1- (D)= 4-[% 27 = %

4 N o
o ,
_E:— 4/,_9; s T 3
s \
%4\'4 S N b al \ Y
re 3 s r b 3 g = b\ 9 5 T
Losung Aufgabe 4
1. Baumdiagramm zeichnen:
3 3
L S 3 3 W 1,3
s ¢ W s W 4
=3 2 5,2 &N\, ¥ \ %
8/ \3’ S’/ \8’ 3 g 3 ‘
S W s W S W S W
- 3 3.z
P(wws)+ P(wsw)+ P(sww)= ;L;~ %%+716 %% + 7o



Losung Aufgabe 5

A: Die Summe der beiden Zahlen ist ungerade
B: Die Summe der beiden Zahlen ist mindestens 6.

Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit der Vereinigungsmenge (A VIS )
Gemé&B dem Additionssatz gilt: P(AUB) = P(A) + P(B) - P(AaB)
Die Erﬁebnismen(je ist: Y44=16 = [l

Az 34254-4i2-1,2-3;3-2,3-4,;4-1;4-3§ 2 P(A) = f_e

E>={Z‘q55‘3;3-LJJL|-ZJ'H*S,”—}—'—{g - P(8) = %

AnB = §34,4-33

~P(AB): &

< &,6 2 12_3
PAVBI= o+ e e T
Lésung Aufgabe 6
A: Person ist méannlich
B: Person ist Brillentrager
A A
S0-26 = 850 - 300=
8 26 24 S0
_ 430-2G = 404+ 396 =
B 4oy 396 %00
44396=
430 Zbl*zo 350




Vierfeldertafel

~\_ Y0
? S —_ =

(A) 9560
P(B)= 80 _

350
P(AnB) = ;‘f—%
’P(A(\E): ;g—‘;

=

42

—

g5

16
17

13
4Hzs

_ 2o
425

Losung Aufgabe 7

* Da es zwei schwarze Kugeln gibt zieht man spatestens beim
dritten Zug eine weiBe Kugel. X kann also die Werte 1, 2 und

3 annehmen.

_ Y30

P(A) = ;5—0--
SO

Pie)= o

* Wahrscheinlichkeitsverteilung:

43
8s

13

2\
1 S 2 W
%S
S W
\/\

W

x: 1 2 3
2 3_ 3 |z 1 ,_2
P(X=x;) 3/s CRCIEET 5"1'1~1°
* Erwartungswert:
=432 3 . 1
E(X)=1 < +2: . +3 ==45
Im Mittel muss man auf lange Sicht 1,5 Mal ziehen
Lésung Aufgabe 8
Tag 1 Tag 2 Tag 3 Tag 4 Tag 5
15 Minuten 17 Minuten 14 Minuten 12 Minuten 12 Minuten
Mittelwert: n=>5Tge
=~ _ S¥1F+ 14 +12+12
<= 45~ 1 “ = 1y

5

Minimum: 12 Minuten
Maximum 17 Minuten



Varianz: s

s (15-41) Za (AN THANAN T (12N - e-19) 2

S = S

Standardabweichung: s= '\/ sz = 36 &~ 1.9

Losung Aufgabe 9

Wahrscheinlichkeit fiir einen Treffer: p = 0,035
Anzahl der Durchfiihrungen / Uberpriifungen: n = 40
Die Zufallsvariable X bezeichnet die Anzahl der Schwarzfahrer

P(A) = P(x-3) = (F)- 0035 0,965

= 9880 - 0,035 - 0,965 & 041 =41y
P(B)=P(X22) = 4-P(Xx21) = 1-05%I4=0,4106

S Toschenrechnec!

E(X)=M=40-0,085= 1,4

3 Dec Kontrolleur kenn mit ca einem SAHACZJANrEr rechneN.

Lésung Aufgabe 10

Die Zufallsvariable X beschreibt die Anzahl der
Manner, die diese Sehschwache haben.

n ist die Anzahl der befragten Manner und ist
gesucht.

p ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Mann diese
Sehschwache hat: p = 0,09.
3) P(xz1)z0,9

1- P(X=0)20,9

]

3.6



Ergebnisse des Taschenrechners:

N=24: P(x=0) 20,1040
nN=25: P(X=0) % 0,0946

Es missen also mindestens 25 Manner befragt
werden, damit mindestens ein Mann die Rot-Griin-

Schwache hat.

Rechenweg ohne Taschenrechner:

1- P(X=0)20,9
1_ (C)- 0‘0300 0(911\_2 O‘g

= 1-091" 20,9
=2 - 091" = - 0,1 - Teiltman duth cin& negé)ﬁve_ Eahl
d(ehfdas Gleidnzeinnen sich um.
<=> 091" < 0,1
=7 nnh(0,91) &€ \n(0,1) = \a(0,91) <O
=7 n> n(01) ~ 9
\V\(()\?ﬂ)

b) P(xz3)z09
1- P(Xe4)20,9
P(x¢e4y)= 0,1

Ergebnisse des Taschenrechners:
N=8 : P(xc4)x> 0,1043
nN=8%: p(Xey) ~ 0,0988

Es mussen also mindestens 87 Manner befragt
werden, damit mindestens fiinf Manner die Rot-Griin-

Schwache haben.



* Wenn man versucht diese Aufgabe ohne Taschenrechner
uber die Gleichung zu I6sen, dann kommt die Variable n
sowohl als Faktor als auch als Exponent vor. Die Gleichung
kann also nicht durch den In gelost werden.

* Solche Aufgaben muss man |6sen, indem man systematisch
mit dem Taschenrechner ausprobiert (wie hier gemacht). Man
kann die Funktion in den Taschenrechner eingeben und sich
die Funktionswerte als Tabelle ausgeben lassen.

* Die Frage nach ,mindestens einem Treffer" ist die einzige,
die sich ohne Taschenrechner losen lasst!

Loésung Aufgabe 11

a) Wenn X die Anzahl der defekten Laptops bei 20
produzierten Laptops ist, dann ist X binomialverteilt
mit n=20.

p ist gesucht
Es soll gelten:

P(X=0) z0,5

In Gleichung einsetzen:
20 o zO
(o}P-H-P) Z 08

(=> (1-p) ¥ =03
<=2 4-pz Blog

L=> -}03 wO[g"/’
7 p< 4-28/08" 2001

Wenn ein Laptop mit einer Wahrscheinlichkeit von héchstens
0,011 defekt ist, dann hat man mit mindestens 80%
Wahrscheinlichkeit keinen defekten Laptop, wenn man 20
produziert.



b) Folgende Bedingung soll erfillt sein:

P(Xé '7)20( g
20 0 20 (ZO 1 g - )ZD_4>08’
(o)F"<4'P) + 1)P’( r = ¢

)49

(=> (1-pI)*° +20p-(1-p) " 20,3

— Nickt exakt [6Sbar, also autzen wir oen

Tascirerrcchner

Bestimmung mit dem Taschenrechner:
p=002 =7 P(X=4)%x073%
p= 004 => P(Xs1)~ 081

p =005 => p(xed ) 074

Hochstens einen defekten Laptop unter 20 Laptops mit
einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 80% bekommt
man, wenn ein Laptop hochstens mit einer
Wahrscheinlichkeit von circa 4% defekt ist.



