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Lesson 11

Vektoren /
Vektorrechnun

Punkte im Koordinatensystem

Pukt A A(aclazlaz)
Hier: AC21 31 2)

hiec: B(-21-2(1)

9

‘ - - A
Per ODrtsSvektor enes Punkies P. z |
- > P a—) i
p= 0F = ( ez | | :
" 1 1 2 Xz
. g ‘
H(C_g' > > - "Zz - o8 1 N N |
> - = = - L
"\‘:0'\_(2> e T B ‘
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AB = (ba‘&,;j:b-d ‘ X P
bz - 3% 2l N
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N P N DR 2%
= -2 -1 (—*4 z 'A
& = _ 3 = |-5 /
A <-4a -2 o3 | . A | ]
-1 4 b %
1 |
I
X1 7:"—4“ =19 1 1




AUFGABE:

Zeichne den Punkt C (1| 1]-1). %
Vektor U verbindet den Punkt C mit

dem Punkt D. Zeichne den Punkt D 21
fur:

Verrechnung von Vektoren

Du addierst und subtrahierst einfach die einzelnen Koordinaten
der Vektoren:

5> = Aqtb, L - A~ loa
otb = a, ‘b, . A~ b T dz- b,

a3+65 &s’bs
Aufgabe 1:

- = -
Berechae sowohl atb als awh o9-b {ir

5-(7)5 = 4)

Notizen:



Verrechnung von Vektoren

Wenn du einen Vektor mit einer reellen Zahl multiplizierst,
multiplizierst du einfach jede einzelne Koordinate mit dieser Zahl:

Z-a4 ,
Z-;: (z'éz> mit ZGIR

Z - Az

Notizen:



Lesson 12

Punkte, Strecken und
Formen

Betrag eines Vektors

Wenn du die Lange eines Vektors berechnen sollst musst du den Betrag

bestimmen.
Vy

Ein Vekiol v = (VL) hat den 15c+ro;j
V3

4 z
WL = vty + Vs

Einheitsvektor

Hat ein Vektor einen Betrag von 1 nennt man den Vektor Einheitsvektor.
Man erhalt zu jedem Vektor den Einheitsvektor, wenn man ihn durch

seinen Betrag dividiert.

5 -
Aus U erhd(t man den Einheitsvektor  Uo  durch:

1}
cJ
\A

<)



Notizen:

Aufgabe 2:

Du kennst die Punkte A und B. Bestimme den Verbindungsvektor, den
zugehorigen Betrag und den Einheitsvektor.

A(5141(1) B(F(-210)

Kollinearitat von Vektoren

Zwei Vektoren sind kollinear (Vielfache voneinander), wenn
gilt:

_) 9
a =zl mt z eR

Dann sind beide Vektoren parallel.



Mittelpunkt einer Strecke

Wenn du die Strecke zwischen den Punkten A und B
betrachtest ist der Ortsvektor fiir den Mittelpunkt M:

- - -
M=m=a+ > (-a+p)= §~ (3+b)

N | s

A\\ﬁemein 3i|+ Poe die Koodinaten von M:

M (%(a,ﬂu\l 'Ai(da“bz)\ iz (9\5H°5))

Aufgabe 3: Du hast die Eckpunkte eines Dreiecks gegeben:
A(2(-113), B(-3151-2), C(-6l-713)

Wie muss man den Punkt D wahlen, damit ein Parallelogramm ABCD entsteht?
Wo liegt der Mittelpunkt des Parallelogramms?

Notizen:



Lesson 13

Lineare Abhangigkeit

Eine Linearkombination der Vektoren a, b und ¢ ist beispielsweise:

Die drei Vektoren sind unabhangig, wenn die Gleichung

> nd -
r-a+s-b+t-c =p

nur die Lésungr=0,s =0,t =0 hat.

Die Gleichung kannst du als LGS schreiben und, wie bei einem linearen
Gleichungssystem, mit dem GauB- Verfahren I6sen.

Lineare Abhangigkeit liegt vor, wenn zwei identische Gleichungen vorkommen,
bzw. die letzte Gleichung O=O0 lautet. Das kann bei linearer Unabhangigkeit nicht
auftreten.

Notizen:



Lesson 14

Skalarprodukt

Das Skalarprodukt von zwei Vektoren berechnest du liber:

& e =131 18] -cos(s)

o g . T -5 & - _ b‘
Im zweidimensionalen Raum gilt: a’ - (ai) B '[b;)
;' l;' =a, " bstaz b,

T . . = = e e,
Im dreidimensionalen Raum gilt: &= (a ;) N

o3

g'gz&1,b4+6t.bz+d3.b3 axz
Winkel zwischen Vektoren
Grundsatzlich ist mit dem Winkel Alpha zwischen zwei Q
Vektoren der kleinere Winkel gemeint (Alpha liegt also

zwischen O° und 180°). Dann berechnest du den Winkel wie
folgt:

Im zweidimensionalen Raum:

> -
o Q4 loa TE b,
cos (o) = I3

at- 1= Vol+a2 « Vblt?




Im dreidimensionalen Raum:

> -

( ) Qo Q1 oa ""Qz-bz + &3'53
COoS (&) = -)—_-»__ = ’] 1
IFCET 7 fofeazeay - oiie; el

Alpha berechnest du dann, indem du cos' .von dem Ergebnis ausrechnest.
Denkt daran, den Taschenrechner auf ,Degree” einzustellen.

Zwei Vektoren sind orthogonal, wenn deren Skalarprodukt Null

ergibt. Es muss also gelten: -
g g 3.2-0

Dann stehen die beiden Vektoren im rechten

Winkel zueinander (90° Winkel). !

Aufgabe 4: Berechne den Winkel zwischen folgenden Vektoren:

1) ()

Normalenvektor

7 ist ein Normalenvektor fiir @ und b, wenn die beiden Vektoren d und b
linear unabhangig sind, 7 orthogonal zu beiden ist und 71 # O ist.

Es gibt 2 Méglichkeiten 7 zu bestimmen:

Mit dem Skalarprodukt
V-\)istof@\osonal zv & urd ZUG" R-a=0 R-e=0
Es entsteht ein LGS mit 2 Gleichungen und 3 Variablen. Der

Normalenvektor ist also nicht eindeutig bestimmt. Wahle einen Wert fiir ny
und berechne fiir diesen Wert n, und n,.

Dein Ergebnis ist ein méglicher Normalenvektor.




Beispiel fiir die Bestimmung von 7 mit dem Skalarprodukt:

Bestimme n Lo Q= G» und 1o = (‘4)

5
2 -3
n 3 n -1
ndL\ w\:O und (ni) 5):0
Ny Z Nz -3

. 3ng4+Unz v 2n3 =0
s =Any +5n2-3ny =0

T

—

T: 3N, +4nz+ N3 =0

I 49“2_}“3:0 K:I+I['?>

Wohie €inen Werk {00 na.
.:FCT V\sl" 3\\)’

+F
19 und ny =

> Qéz/‘ﬂ )
n= 719
A4

2z
ne= )

2. Méglichkeit 71 zu bestimmen:

Mit dem Vektorprodukt / Kreuzprodukt

- dzlez - azby
chu ¥ tor:
Gleichuag (or Normalenvek e N

ar oz T diley

)




Aufgabe 5:

Ermittle 7 mit dem Kreuzprodukt fiir:

() - (7)

Flachenberechnung

Den Flacheninhalt eines Dreiecks berechnest du uber: A = 42 g h

Wobei g die Grundseite und h die Hohe des Dreiecks ist.

* Fir ein gleichschenkliges Dreieck:

Wenn gt IAC) = 1BC| Nimmst du 4@ als Grundseite

C
e Mi B (st | C
Wenn M dic Mite von AB (st ist h (M| .
9= 1B
A mo) 8
N)
* Fur ein rechtwinkliges Dreieck:
_ c
L&esr el A ein rechter Wioke!l nimmst du AR
: : - h
als _)Gcw\dsei{—c. Die Hohe st denhn IAC|
9= IAR | A3 [

Priife bei einer Aufgabe also immer zuerst, ob einer der beiden Fille
vorliegt!



Aufgabe 6:

Priife, ob das Dreieck ABC gleichschenklig ist und berechne den Flacheninhalt
fir A(7|1315), B(412|5) und C(5|4]3).

Volumen
G .

Das Volumen einer Pyramide berechnest du tiber V=
Dabei ist G die Grundflache und h die Héhe.
Die Grundflache ist haufig ein Quadrat, Parallelogramm oder Rechteck.

Priife vor der Rechnung, ob die Grundflache eine besondere Lage hat.
Liegt sie zum Beispiel in der x, x,-Ebene ist die Hohe der Pyramide
genau die x;-Koordinate der Spitze der Pyramide.

4
3

Aufgabe 7:

Die Eckpunkte der Grundflache einer Pyramide sind gegeben durch A(5|4]|-1),
B(118]1),C(-11415) und D(3|0] 3). Die Spitze liegt im Punkt S(6|6 | 6).
Berechne das Volumen der Pyramide.



Notizen:

Notizen:




Lesson 15

Geraden im Raum

Geradengleichungen - Parameterform

Wenn du 2 Punkte kennst, die auf der Geraden liegen, dann kannst du den Ortsvektor des
einen als Stiitzvektor nehmen und den Verbindungsvektor als Richtungsvektor nutzen.

- < -
Stitzvektor: 4 = OA
Ricwrunﬁsvcm‘w VS A:é

Dann 3i|t'-
>

3:}: J+rv , ceR

bw. "~ -
I b oy by = o
. x -
J X;j— ;z)w bz~ a,

> bz =~ as

/

X3

X2

Xy

Man muss also folgendes wissen:
Bewegung vom Ursprung zur Gerade # Stitzvektor
Bewegung auf Gerade m) Richtungsvektor

Hast du keine 2 Punkte auf der Geraden gegeben, aber einen Punkt und einen
Vektor, der irgendwo auf der Geraden liegt, dann kannst du den Ortsvektor des
Punktes als Stuitzvektor nehmen und den gegebenen Vektor als Richtungsvektor

nutzen.

- < -
SH0tzvektor: a = OA
Ricwvnasvckﬁ)r: M

Dann S'nt'-
>
9 X = A+ v el
bw. "~ .
. Xy &4 Va
J ij: az)’rr Ve
*3
a3 V3

/

X3

<!

Xz

Xy

Man muss also folgendes wissen:
Bewegung vom Ursprung zur Gerade BB Stiitzvektor
Bewegung auf Gerade - Richtungsvektor



Im zweidimensionalen Raum gilt:

>
teevo celR

g (%)= (20)se (222 2)

Punktprobe:

Sollst du einen bestimmten Punkt bestimmen, der auf der Geraden liegt,
kannst du einfach einen Wert fiir den Parameter r einsetzen und die
Koordinaten von X ausrechnen. Das ist dann der Ortsvektor eines Punktes,
der auf der Geraden liegt.

Sollst du priifen, ob ein gegebener Punkt auf der Geraden liegt, setzt du die
gegebenen Koordinaten fiir X ein. Schreibe die Vektorgleichung in ein LGS
um. Gibt es einen Wert fiir r, der alle drei Gleichungen 16st? Dann liegt der
Punkt auf der Geraden — sonst nicht.

Aufgabe 8:

Gegeben sind die Punkte A(-1|4|2) und B(3|-7|5). Stelle die Gleichung einer
Geraden g auf (in Parameterform), die durch diese Punkte verlauft und priife, ob
der Punkt C(1 1] 2) auf dieser Geraden liegt.



Lesson 16

Ebenen im Raum

Ebenengleichungen - Parameterform

Fir eine Ebenengleichung bendtigst du einen Stiitzvektor und zwei
Spannvektoren. Diese diirfen nicht auf einer Geraden liegen.

Spannvektoren : X3

=
v
T
> > - U

E:x= DA+5 AR+t AC

\OZ.LJ: S

>
E:X=a+S Vit -U "4/ Xz

lbzw:

a b, - o Sy - ay

x 1 z

E: &XL): Az )+( bl" az 1—‘& CZ_ cz
X3 a3 b3§ ;5 Cz - as

Eine Ebenengleichung E kannst du aufstellen:

* Wenn du drei Punkte gegeben hast, die in der Ebene liegen

Dann nimmst du den Ortsvektor des einen Punktes als Stlitzvektor und zwei
Verbindungsvektoren zwischen den Punkten als Spannvektoren.

Beispiel: |\ ger Ewene lilegen A(41411), B(-5/310) ung C (1(-316)

Stotevekior : QA= & = (1 )
Spennvektor 4 : u‘) = KB = \-b N

Y
Spannvekior Z:V = AC

i
—
Ows o4
[
RN
~

n
—
VI_‘CQ
S~—— A



* Wenn du eine Gerade und einen Punkt gegeben hast, die in der Ebene
liegen

Dann nimmst du den Ortsvektor der Geradengleichung als Stiitzvektor, den

Richtungsvektor aus der Geradengleichung als einen Spannvektor und den

Verbindungsvektor zwischen dem Punkt des Ortsvektors und dem

gegebenen Punkt als zweiten Spannvektor.

Beispie): 9 % = (% )* ¢ und A(OI118) l(@jen in Ebenc.

Stotzvektor v

-4
Spannvektor 2 : (3: ;5 :[:44> E:;= (.‘ZS)-'-S. t‘(;")

§- 3 5

* Wenn du zwei Geraden gegeben hast, die sich im Punkt S schneiden und
in der Ebene liegen

Dann nimmst du den Ortsvektor von S als Stiitzvektor und die beiden
Richtungsvektoren der Gerden als Spannvektoren.

Beispiel:
G:ﬁejoer\ sind dieGecaden 9 und h . die in dec Eoene li83¢20
und sich 1M Pukt  5(3|-112) schaeiden.

gl (i) wEe()ee (3)

€3 ~(2)  e(3)+ v ()

* Wenn du zwei Geraden gegeben hast, die parallel verlaufen und in der
Ebene liegen

Dann nimmst du von einer Gerade den Ortsvektor als Stiitzvektor und den
Richtungsvektor als Spannvektor. Von beiden Geraden betrachtest du die
zugehorigen Punkte der Stiitzvektoren und berechnest zwischen diesen
den Verbindungsvektor als zweiten Spannvektor.

Beispiel:
gi(4)rr(3)  wRs(F)es (3)

J’

Z.Spannvekior:

1- 4 ) o . y . 5
FOPE ex- (el ol



Aufgabe 9: Gegeben sind zwei echt parallel verlaufende Geraden, die beide in
einer Ebene E liegen. Bestimme eine Ebenengleichung in Parameterform fiir E.

9 = = (:)1”;.(2_,;5) ;o x =(§)+f'('§l)

-3

Ebenengleichungen - Koordinatenform

Allgemeine Form der Koordinatengleichung einer Ebene:

A K1+ X ta3 X5 = b

Wenn du drei Punkte kennst, die in der Ebene liegen, dann hast du
mehrere Moglichkeiten:

1. Schreibe die Gleichung in Parameterform. Schreibe aus dieser Gleichung
ein LGS und eliminiere dann die beiden Parameter dieser Gleichungen.

2. Setze die drei bekannten Punkte in die Gleichung ein, bilde daraus ein
LGS. Du erhaltst ein LGS fiir a,, a,, a; und b. Bringe das LGS in die
Stufenform und driicke dann alle Variablen in Abhangigkeit von b aus.
Wabhle einen Wert fiir b und bestimme in Abhangigkeit von diesem Wert die
anderen Werte.

3. Ermittle eine Gleichung in Normalenform und schreibe die in die
Koordinatenform um. Daflir brauchst du zuerst den Normalenvektor.

[Aus der Koordinatengleichung kann man einen Normalenvektor der Ebene
direkt ablesen durch a,, a, und a; |



Ebenengleichungen - Normalenform
Normalenform einer Ebenengleichung:
(2-3)n =0

- B ist cin Stotzyektor

- R st &~ Normaleavektor
— X st derOctsvekfor eines Punktes 1N der Ebene

Das Podukt nuss O sein, well der Vefb""o'wgs'/"-“"“’f In der
~9

Chkene 0/(:#\980/)&/ Sein muss ZV N .

Diese Form der Ebenengleichung hat den Vorteil, dass du einen
Normalenvektor direkt aus der Gleichung ablesen kannst.

Hesse'sche Normalenform:

ﬁ y - .
Diese h'egt vor, Wenq  0p €0 Mormalen - Einheits yektor (st
(Notmaleavektor Mt Bemﬁ 1).

[Das ist hilfreich fir die Bestimmung des Abstandes zwischen Punkt und
Ebene]

Die Hesse'sche Normalenform in vektorieller Darstellung ist:

—-)->=O

Die Hesse'sche Normalenform in Koordinatendarstellung ist:

Ay X1t X,+3 3X3~ o o

Va5 rar +ar

Notizen:



Lage von Geraden & Ebenen

Fur Geraden gilt:
* Die Gerade verlauft immer durch den Punkt, dessen Ortsvektor der Stutzvektor
ist.

Beispiel: Ist der Stiitzvektor 5’:&?,
(0]0]0). )
- <
* Gilt fir den Richtungsvektor, dass ¢ = o4J , dann verlauft die Gerade parallel
zur x, -Achse. ° = o
* Die Gerade verlauft parallel zur x, —Achse fiir t :(tol)

= [0
* Entsprechend verlauft die Gerade parallel zur x; -Achse fir t = (0 )

, verlauft die Gerade durch den Punkt

t3

Fir Ebenen in Parametergleichung gilt:

* Die Ebene verlauft immer durch den Punkt, dessen Ortsvektor der Stlitzvektor
ist. Beispiel: Ist der Stltzvektor g{g , verlauft die Ebene durch den Punkt
(010]0). o

Sind die Spannvektoren J und ;, dann gilt:
* Haben u, und v, beide den Wert O, ist die Ebene parallel zur x,x; —Ebene.
* Haben v, und v, beide den Wert O, ist die Ebene parallel zur x; —Achse

Fir Ebenen in Koordinatenform gilt:
* Fehlt eine Koordinate ist die Ebene zu dieser Achse parallel

* Fehlen zwei Variablen ist die Ebene zu Parallel zu der Koordinatenebene
zwischen den beiden entsprechenden Achsen der fehlenden Variablen

Gegenseitige Lage von Geraden

Befinden sich im Raum 2 Geraden und du sollst deren Lage zueinander
bestimmen gilt:

Sind die R\‘clrﬁ-mgsvenforen dec Geaden Kollineac ?

- o~

Ja Nein
s J

Haben die Gewden eigen 3e_me.\'nsa_me/1 P uak.t
Ja : Nein : o Nein :
ldentisch Eeht Pacsliel| Schaittpunkt WindSchiel



Sind die Richtungsvektoren
Vielfache voneinander:

+

Liegt nur ein Punkt auf beiden Geraden,
dann wissen wir, dass die Geraden
identisch sind und nicht echt parallel
sein konnen (da die Geraden gleich

verlaufen). t

Setze irgendeinen Punkt, der auf der
einen Geraden liegt, in die zweite
Geradengleichung ein und priife, ob der
Punkt auch auf dieser Geraden liegt.

Aufgabe 10:

Es sind die Geradengleichungen g:

h: X

Notizen:

Sind die Richtungsvektoren kein
Vielfaches voneinander:

N

Wir priifen, ob die Geraden sich
schneiden. Dazu setzen wir die
Geradengleichungen gleich und
bestimmen die beiden unbekannten

Parameter. L

Haben die Geraden keinen
Schnittpunkt, sind sie windschief.

X =

SRR

0 6
<0> +s ( 6 > gegeben. Wie stehen g und h zueinander?
8 12



Notizen:

Aufgabe 11:
2 1

Es sind die Geradengleichungen i: X =( 2 |+r{1] und
1 1

2 1
ji X (3) +s (0) gegeben. Wie stehen i und j zueinander?
4 1

Notizen:



Notizen:

Gegenseitige Lage von Geraden und Ebenen

Fur die gegenseitige Lage von der Geraden g und der Ebenen E gibt es 3
Optionen:

* E und g schneiden sich
* E und g verlaufen echt parallel
* g liegtin E

Welche Situation vorliegt kannst du wie folgt prifen:

* Ist die Ebene in Koordinatenform gegeben, dann bildest du aus der
Geradengleichung ein LGS. Die Gleichungen fiir x,, x, und x5 aus diesem
LGS setzt du in die Gleichung fiir die Ebene ein. Dann kannst du die
Gleichung fiir den Parameter I6sen.

* Hat die Gleichung keine Losung — falsche Aussage — Gerade &
Ebene sind parallel

* Hat die Gleichung eine Lésung — du kennst den Parameter —
setze den in die Gleichung ein & berechne den Schnittpunkt

* Hat die Gleichung unendlich viele Ldsungen — dann verlauft die
Gerade in der Ebene



* Ist die Ebene in Parameterform gegeben, setzt du die Geradengleichung
mit der Gleichung fiir die Ebene gleich.

(Gegebenenfalls solltest du das entstehende LGS mit dem Taschenrechner
I6sen.)

So erhaltst du Werte fiir die Parameter in beiden Gleichungen.

Wenn du diese Ergebnisse in eine Gleichung einsetzt erhéltst du den
Ortsvektor des Punktes, in dem sich die Gerade und die Ebene schneiden.

Aufgabe 12:

Untersuche die gegenseitige Lage in folgenden Fallen:

) g 2= (§)ee[3) cea

E: X4t Xz~ 3%z =Y

g ke (L) (2). < s
+

Notizen:



Notizen:

Gegenseitige Lage von Ebenen

Ebenen kdonnen

* Sich entlang einer Schnittgeraden schneiden
* Echt parallel sein

* Identisch sein

Schneiden sich die Ebenen entlang einer Schnittgeraden muss diese
Geradengleichung aufgestellt werden.

* Sind die Ebenen in Koordinatenform gegeben...
Bilden die beiden Gleichungen ein LGS mit 3 Variablen

* Sind beide Ebenen in Parameterform gegeben...

Solltest du entweder den Taschenrechner nutzen oder mindestens eine
Gleichung in Koordinatenform umschreiben

* Ist eine Gleichung in Koordinatenform und eine in Parameterform gegeben...

Dann setzt du die Gleichungen fiir x,, x, und x5 aus der Parameterform in die
Ebenengleichung in Koordinatenform ein. So erhaltst du eine Gleichung mit
beiden Parametern.



Aufgabe 13:
Untersuche die gegenseitige Lage der Ebenen

E,: ;:(,24\)+r-(€)+s(i-} ,(,SéIR
2 -4 1

oSG () uf) eveR

Notizen:

Notizen:



Lesson 17

Schnittwinkel und
Abstandsberechnungen

Abstand Punkt - Ebene

Um den Abstand zwischen einem Punkt und einer Ebene aufzustellen ist
die Hesse'sche Normalenform der Ebene aufzustellen und dann sind die
Koordinaten des Punktes in die Gleichung einzusetzen.

Allgemein kannst du aber den Abstand zwischen Punkt P und Ebene E
auch einfach mit der Gleichung bestimmen (dann brauchst du die Schritte
oben nicht einzeln ausflihren):

¥Cr P(PMPL,FS) vnd €& a)(,,+bxz+CX3:d 3”_/_;
!
S Der Abstand kaan nickt  NEGafty seln’,

. . +c- -
d(Pe) |2 Pt Peteped

Yo*tb* +c®

Ist nicht nur der Abstand, sondern auch der LotfuBpunkt gesucht gehst
du wie folgt vor:

Der LotfuBpunkt F ist der Punkt auf einer Gerade
oder Ebene, der den geringsten Abstand zum

gegebenen Punkt P hat. Der Abstand d ist dann l» P
immer senkrecht zur Gerade bzw. Ebene. J
> o
d= 1PFI il
h

@ Maa emitelt T mib einer Hil{isgﬁ(éd@(\ h, died v&((dﬂj:’lt.
hﬁek-l— durclk, P und st orﬂnogonal
"4
SfGTZveHo((P‘ ) %
r2

P2



ea Pa a
h‘x—(&)u'(f) LeR
s )

!

Wenn E:X = ax tbx, + (X3 =0 daM erhdft ¢ daeus den Normol eavektocC.

X4:p4‘*a|t | .
X, = Pz tbt n GIEiChwg e € einscrzen.
.=
Xz= p3¥Ct \
£ svsechaen & 1n h einsetzs”
v

Man  ehdlt dea Qctsvektor wn F.

Jaan qilt d(P;E )= “5?;:’

Aufgabe 14:

Gegeben sind der Punkt P und die Ebene E. Berechne den entsprechenden
LotfuBpunkt und den Abstand zwischen beiden.

P(Sl’?ﬂ’l) und E: 2Zxa-6x, -3x37-28

Notizen:



Abstand Punkt - Gerade

Um den Abstand zwischen dem Punkt P und der Geraden g zu berechnen,

bestimmst du wieder erst den LotfuBpunkt F und berechnest dann den Abstand
zwischen P und F.

—a
P ist orthogonal Zwm Ric,kurﬁsvcm‘or von 3, P
- -
¢C)( 3;,("' ._S;+t3 3‘\” 9‘50: PF . \)=O d
Tor o€ Ecdif\gw\ﬂ koanst du £ berechaen und 3¢ - 3

£ kemnst Jdu den  Lotfu(Spunkst vestimmen .

Alcoativ: Man kam auth eine Hilfseoeac austelen .
Pie verldulr wie 3 OUCTA P ung octhogenal  zV 9.
S5 Schatpunks Gede - Ebenc berechaoen.

Aufgabe 15:
Berechne den Abstand zwischen Punkt P und der Geraden g.
- 6 2
pziv) 3-x=(-4 ) + (—4) , teR
3 4

Notizen:



Abstand Gerade - Gerade

Den Abstand zwischen zwei windschiefen Geraden g und h kann man mit

folgender Formel berechnen: . 5
dlgin) =l(q’-|o ) 1o |

. > > N
Wenn gilt: 9-.)(:;1.3-8 ' ]n;x=3+t~v

e - -
- .
No (ST ein Exahertsvektor, dec o(w\ogon&l zv U & ist.

Alternative 1: Der Abstand kann beispielsweise auch mit einer Hilfsebene
berechnet werden, was aber langer dauert und anfalliger fiir Fehler ist.

Alternative 2: Wenn man einen Verbindungsvektor zwischen zwei Punkten von g
und h kennt (z.B. Punkte A und B) und der Vektor ist orthogonal zu den
Richtungsvektoren beider Geraden, dann gilt: I ) = | AR\

Dann kann man die LotfuBpunkte A und B berechnen, indem man ein LGS mit
folgenden Bedingungen aufstellt:

AQB.C =0 > uen 3 und § oie Richtungsvekioen \oc;dcf Geaden sind.
AG V=0 9 pestimme dic Pacmeter und dann A und S
Aufgabe 16:

Berechne den Abstand zwischen den Geraden g und h.

) -1 -1
9-.x=(9)+5.(4 o seR
s 0
wis () reld) e
3 -z



Notizen:

Umgekehrte Abstandsaufgabe

Bei umgekehrten Abstandsaufgaben hast du eine Geradengleichung g, einen
Punkt P und einen bestimmten Abstand gegeben und sollst die Punkte auf der
Geraden bestimmen, die den gegebenen Abstand zum Punkt P haben.

Es gibt zwei Mdglichkeiten, die gesuchten Punkte zu finden:

Méglichkeit 1:

Man bestimmt den Verbindungsvektor zwischen beiden Punkten allgemein in
Abhangigkeit vom Parameter. Dann setzt man den Betrag des Vektors mit dem
gegebenen Abstand gleich.

Aufgabe 17:
(Moglichkeit 1)
Beshmme alle Puarte avl der Geraden
3:; =(§')+ s(é’) , seR , dic enen Aostand wvon 15 Einheiten eur

Punkt A (10(-1(9) haben.



Notizen:

Moglichkeit 2:

Man kann aus dem Richtungsvektor der Geradengleichung den zugehérigen
Einheitsvektor berechnen. Soll der gesuchte Punkt einen Abstand von d
vom gegebenen Punkt haben, dann hat auch der Ortsvektor des gesuchten
Punktes den Abstand d vom gegebenen Punkt. Es muss also gelten

- - -
0P =0A d- Vo
* P ist der gesuchte Punkt

* A ist der gegebene Punkt

9
* V, ist der Einheitsvektor von dem Richtungsvektor der
Geradengleichung

Aufgabe 18:

(Moglichkeit 2)

Beshmeme alle Punkte avl der Geraden

ﬂ: ; =(.§ ) ! 3'(§) . s eR , dic eoen Aostand von 1S Einheiten cur?

Pkt A (10(-1(9) haben mitalle JCS  Eiaheitsvektocs.



Schnittwinkel

> -
* Winkel zwischen Vektoren: cos (x) = la;(;%f— Q)
Es muss gelten O < o < 180° &

* Schnittwinkel zwischen Geraden:
Entsteht wenn sich zwei Geraden schneiden @7& R
Also muss gelten O < a < 90° W
v uad V sino Qic R’\c\fd'uajsvek-fo(er, Aecr Gewraden
cos ()= I_—)u_i!
15119

Vor Berechnung des Schnittwinkels muss man priifen, ob die Geraden
sich Uberhaupt schneiden!

* Schnittwinkel zwischen Gerade g und Ebene E:

Option 1:

Um den Schnittwinkel zwischen einer Geraden und einer Ebene zu
bestimmen, leitet man eine Ebene F her, die orthogonal zu E verlauft und
die Gerade g enthalt. Dann ermittelt man zuerst die Schnittgerade s
zwischen den beiden Ebenen. Das ermoglicht einem, den Schnittwinkel
zwischen g und s bestimmen.

Option 2: . G
Richtungsvektor von g: Y Cos ((90°-«) = l:"l—:\
vl-in

-

Normalenvektor von E:  n Sin(a)= cos ((90° - )

e Schnittwinkel zwischen Ebenen

Der Winkel zwischen den beiden Ebenen entspricht genau dem Winkel
zwischen zwei Normalenvektoren zu beiden Ebenen.

-
Ne st @n NomalenVektoe dee Ebeac &

-
Ng (st ein Normalegvekioe Jef Ebene F

CoS (o) 17« Ayl
®)=z >——
]V‘E"]V‘;:F!



Spiegelung eines Punktes P

* Spiegelung an einem anderen Punkt P———_,

>0 s — ——-45)

OP" = oP + 2FQ ! £
* Spiegelung an einer Geraden g p J

—_— - —_— —_— — -

OF = OP + zPF F———. p)

F styjeweils

* Spiegelung an einer Ebene E dec totpuppvakt c

—2 - - —_ -

o = OP t+ 2PY - = p)

Spiegelung einer Geraden g

* Spiegelung an einer Ebene E

Die gespiegelte Gerade verlauft immer durch den Schnittpunkt mit der
Ebene und durch den gespiegelten Punkt P‘.

Notizen:



Lesson 18

Matrizen

A ot Qn
* Allgemeine Form: M = : :

Am1  *° Amn

* Eine Matrix hat m Zeilen und n Spalten und enthalt somit m - n Zahlen

* Beispiel:
- 2 3)

Addition

Wenn zwei Matrizen gleich aufgebaut sind kann man sie addieren. Dabei wird
jedes einzelne Element addiert.

Az(; g) ° (_32 —73)

(142 0+7 \_ (-
A+B_( ;r+3 3+J(r—3))_(51 g)

Subtraktion

Wenn zwei Matrizen gleich aufgebaut sind kann man sie subtrahieren. Dabei
werden die einzelnen Elemente subtrahiert.

SO I A

1-(=2) 0-7 _
Mz( 2£3) 3—(—3))=(-31 67)



Multiplikation

e Multiplikation einer Matrix mit einem Skalar

Um eine Zahl mit einer Matrix zu multiplizieren, multiplizierst du einfach
jede Zahl innerhalb der Matrix einzeln mit dem Vorfaktor

a=(C L ) B=2a

e Multiplikation mehrerer Matrizen

1 -2 4
A=(3 2 -1] ; B:(O ® ) Lo
5 0 3 -2 1 5 Du schreibst die
Matrizen in
Tabellenform und
1 -2 4 multiplizierst eine Spalte
<3 2 —1> mit einer Zeile um auf
5 0 3

die entsprechende Zahl
in der Tabelle zu
kommen

@)

0-1 + 8:3 +(-1)-5=19

Du schreibst die

B =2 4 Matrizen in
( > Tabellenform und

multiplizierst eine

Spalte mit einer Zeile
um auf die
entsprechende Zahl in
der Tabelle zu
kommen

of + 88 +cnE=-8
0-¢(2) + 82 +(1-0=18
04 +8-(D+(¢1-3=1H



=2 4
(l 2 —1)
5 0 3

-0+ 10+50=H
(-2)-(2)+ 1-2 +5-0 =8
(2)- 4 +1-(D+5-3 =P8

Gy

01 4+ 8:-3 +(-1)-5 =19

Notizen:

Du schreibst die
Matrizen in
Tabellenform und
multiplizierst eine
Spalte mit einer Zeile
um auf die
entsprechende Zahl in
der Tabelle zu
kommen

Ein Element der neu berechneten
Matrix ergibt sich also aus dem
Skalarprodukt des Zeilenvektors
der linken Matrix (hier B) mit dem
Spaltenvektor der

oberen Matrix (hier A)

Dafiir muss A so viele Elemente
in einer Spalte haben wie B
Elemente in einer Zeile hat.
Sonst kann das Skalarpordukt
nicht berechnet werden



Losungen der Aufgaben

Losung Aufgabe 1
-3+ 1 ¢
te =(é :('23)): (~qz ) )
-F - 1 -
S (é :(‘ZS'D :(40%>

(V)

Losung Aufgabe 2

Verbind Unﬁs vektor )

0 = 4
Be-l'rag:
ME 2%+ (-6)%+ (1) = VAT
> s 4 z
Vo: v —_— = = ("
M 125 (-5)

Losung Aufgabe 3

focallel ogramm :
Geacm]berl( n-
de Sciten sind
pamlel &

9l €ich la_(\jw.

Es muss gelien:

D A(12(-113),

C(-6l-%13)

~40




ts 3’«(1 dso: D(-41-1318)

Der Mittelpunkt des Parallelogramms entspricht dem Mittelpunkt der Strecke von
A nach C / dem Mittelpunkt der Strecke von B nach D (also dem Mittelpunkt
einer der Diagonalen)

ey N I 1= ) (3)+(zy =(@

F- (-
RS

Also gilt:  M(-2\-413)

Losung Aufgabe 4

Berechne den Winkel zwischen folgenden Vektoren:
> _ /4 > _ (—za>
(:). =06

- (- . =+
oS (x) = 2+2-(-2)+5-3 _ 0,45

= 22
'V1‘+al+5?'1/2-2+(-a)’-+5"' Va4 - Y17

o =<as (0,45) x 63,26 °

Losung Aufgabe 5

Ermittle 71 fiir:

Dl
1
/\
wN
——/
0y
)|
/\
NEUN
N—

5 . [23-3s ~4
axb=Nn=(3n-41% = |-10
4-5 - 2 (1) 3



Losung Aufgabe 6

A(71315),B(412|5) und C(5|4]3)
Um zu priifen, ob das Dreieck gleichschenklig ist miissen wir die Seitenlangen,
also die Betrage der Vektoren vergleichen.

B (303)2(3) YT - e
3-S5 A

= :@Eg):(zj > \gC\= VTHZ%(-Z)" = /9 =3
W

—a .
it nehmen AR als Grundserte

Die Wohe ist |MC|
Mist de  Mite der Grundseite: OM=Crr% AR

H=(2) 2 () (255)" H(5,512,5(5)

= (5223 -05 . B 67
Mec = (;: 255) = ("_'25_ ) > INCl= Jf(-05)* +1,52+¢-2) = -
A= iz 9h= i o' ﬁ/ﬁ: v 4,03 Flachenciareiten

Losung Aufgabe 7

Zuerst brauchen wir den Flacheninhalt der Grundflache. Dazu stellt sich die
Frage, ob die Grundflache eine bestimmte Form hat.

(g:i ) ) - Rls fay a1zt = 6

4

BC = (-1: ;)= K:‘z*) gl = et redteye =6
-1




Alle Seiten der Grundflache sind gleich lang. Die Grundflache kénnte zum
Beispiel ein Quadrat sein. Daflir musste zwischen den Ecken ein rechter Winkel
vorliegen. Wenn in einer Ecke ein rechter Winkel vorliegt muss die Grundflache
quadratisch sein. Wenn ein rechter Winkel zwischen zwei Vektoren vorliegt ist
das Skalarprodukt O.

As - BC = (‘;’).(ff) = (W (Y+y- (Y +2Y=8-16+5=0
A \

> D€ Gundlldche 15+ quadghsh.
schen B| - 1BC| = 667 26
Flachennhalt: 6= IAB| - 1BCl =

. . - y ic Sp,
2or F;)erechmr\3 der Hohe  Lonner wic pwﬁeh.ob sion die Spitee

cenxcetht Uoec Ydem  Mifttlunkt der Geund (| ache befindet -

-4 - 5
S a2 (s5). 2 [ )
oM 0“2 A (-H)J'Z <5-(L-J1)

4

Mittelpunkt der Grundflache: ( 2
(-‘ )

2

Ist die Spitze senkrecht Uber dem Mittelpunkt der Grundflache, dann gilt:

A—aM . gs =0 - Recirer Wioxel

-z Y
fe ) () MY
= -V ={ o =\le- =
AM (2_(_4» (3) , c- 2 Y
A?\ - I:)\S =-3-410:2+3°4 =0 -Es handel Sith UM €ine senkechte Py emide

Hone der Pyramide: |(:1)S|: 1/‘11*1‘+L{z' =¢ =h

SA
v o) >

Losung Aufgabe 8
Geradengleichung aufstellen:

>

I

- -4 3"(‘4)
: 9 )+r- (-’r 4
(z ST

- _ - i
DA + ¢ /ES (Es ware z8 sven x= OB 7 BA n'cb\hﬁ)‘

Co
>
n



Punktprobe:

-4+4r <(K=> r= 05
Y-144r <(=> r=3/1

4
4
Z 2+3r (=>r=0

Gibt es einen Wert fur r, der alle drei Gleichungen 16st? Nein. Jede
Gleichung wird durch einen anderen Wert fiir r gelost, weshalb C nicht
auf der  Geraden g liegt.

Lésung Aufgabe 9

Gegeben sind zwei echt parallel verlaufende Geraden, die beide in einer
Ebene E liegen. Bestimme eine Ebenengleichung in Parameterform fiir E.

0 3= (3)0e () 0 v A o(2) ()

4 z.5
Stz ve ktor - (-; ); 4. S p anvetof ( ’;)
2. SPd(\r\V&EL"‘OK; < ? - : ) :(.04)
o ~ (-58) s

-_ (4 (25 +V'(_°4
E"‘”(-“s)“’(?) Y

Losung Aufgabe 10

3 0 6
g: X = 2)+r und h: ¥ =<0 +s| 6 | gegeben
-1 8 12

Uberpr'dfe, ob die beiden Richtungsvektoren kollinear sind:

6
Richtungsvektor g : ; Richtungsvektor h: ( 6 )
12

1 6
Damit die Vektoren kollinear sind muss gelten: a - (1) = ( 6 )
2 12
Wenn du daraus ein Gleichungssystem bildest, missen alle Zeilen fiir den
selben Wert von a I6sbar sein.



Gleichungssystem:

. a-1=6

. a-1=6
la-2=12 | :2
lN.a=6

Alle drei Zeilen des Gleichungssystems sind fiir den gleichen Wert a = 2
|6sbar. Somit sind die Richtungsvektoren kollinear.

Wenn die Richtungsvektoren kollinear sind, kénnen die Geraden entweder
identisch oder parallel sein.

UberprUfe, ob ein Punkt auf beiden Geraden liegt: Du wahlst einen Punkt, der
auf der einen Gerade liegt und setzt den mit der anderen Gerade gleich.

Du kannst also den Ortsvektor eines bekannten Punktes einfach fiir X
einsetzen

Auf der Geraden h liegt in jedem Fall der Punkt (O | O | 8 ) und den setzen
wir mit der Geradengleichung fiir g gleich.

HROR

Jetzt bildest du ein Gleichungssystem und I6st jede Zeile einzeln. Wenn fiir
jede Zeile der selbe Wert fiir r herauskommt, dann liegt der Punkt auf der
Geraden und g und h sind identisch. Wenn fiir r verschiedene Werte raus
kommen, liegt der Punkt nicht auf der Geraden und g und h sind echt parallel.

Gleichungssystem:

. 0=3+r |-3

. 0O=2+r [-2
m.8=(-1)+r [+1
. -3=r

. -2=r

n. 9=r

Fur 3 gleiche Werte von r — Die Geraden sind identisch

Fur verschiedene Werte von r —— Die Geraden sind echt parallel

Da verschiedene Werte fiir r rauskommen, liegt der Punkt nicht auf beiden
Geraden. Damit sind die Geraden g und h echt parallel.



Lésung Aufgabe 11

2 2 1
Gegeben: it X =<2>+r und j: X =<3)+s<0>
-1 4 1

Uberpriife, ob die beiden Richtungsvektoren kollinear sind:

1
Richtungsvektor i : ; Richtungsvektor j: (0)
1
1 1
Damit die Vektoren kollinear sind muss gelten:a- |1 |=|0 |
1 1

Wenn du daraus ein Gleichungssystem bildest, missen alle Zeilen fiir den
selben Wert von a |6sbar sein.

Gleichungssystem:

e, a-1=1
el. a-1=0
elll.La-1="1

Da verschiedene Werte fiir a herauskommen, sind die Richtungsvektoren nicht
kollinear.

Wenn die Richtungsvektoren nicht kollinear sind, kdnnen die Geraden entweder
windschief sein oder sich schneiden.

« Uberpriife, ob die Geraden sich schneiden

Setze dafiir die beiden Geradengleichungen gleich, bilde ein Gleichungssystem
und |0se dieses. Bestimme die beiden unbekannten Parameter r und s mit zwei
Zeilen des Gleichungssystems und uberpriife mit der dritten.

2 1 2 1
Gleichsetzen: | 2 |+r{1]=(3]+s|0
-1 1 4 1

Gleichungssystem:
el 2+r=2+s
ll. 2+r=3 [-2
*lll.-1+r=4+s

Il. r=1
Il. Einsetzen in I. :
2+1=2+s
3=2+s |-2
1=s



r =1 und s = 1 zur Uberpriifung in lll. einsetzen:

[Beim Uberpriifen setzt du die Werte fiir die beiden Parameter r und s in die
ungenutzte Zeile ein]

M. -1+1=4+1
0O =5

Da dies eine falsche Aussage ist, haben die Geraden i und j keinen Schnittpunkt
und sind windschief. Ware die Uberpriifung in der dritten Zeile korrekt gewesen,
hatten die beiden Geraden einen Schnittpunkt gehabt.

Ist die Aussage wahr —> Die Geraden schneiden sich
Ist die Aussage falsch —> Die Geraden sind windschief

Eine wahre Aussage ist zum Beispiel 3=3 oder 5=5 oder 27=27.

Losung zu Aufgabe 12

Losung zu 1)

g Z=(i)re(3) <=

= 2 » |
):(;_ =2+ 3t % GlefC"‘U’BCD des LGS in Ebener\alctchu@ einseteen
Xz= A4 4+t
542423t -3 (1+4€)=Yy
<='> 1 = L‘

2Da> st eine  Qolsche P\“%éfje-
= 9 v 3Pt echt  pasllel zv €

Lésung zu 2)

6‘6\C\n\lfﬂ@f\ S]CiChSC'I’ZGA :

(S)ee(2) = (Der ()= (1)

+ t = Y4r + 25 . A |
2 74 = 3- 3¢ +2s Dacavs esoiot sich:
. =
- H - M A0
¥t = 1r - o4 .4 o
12 +2 3s s Loes S :

t-Hr.2¢6=2-6 losber» €3 giot ciaen
0]

5 LGS ende U“'\S

2t +3r —25 =
2t -r +3s5 = -42 Sc)(\(\'\‘\’fp\mld’ S:
3 10 < 3/3 : §‘~ﬁ|4§_)
AN
r-2s=-6 iy

110 +2s = 12
9 = -12



- LGS e;ndeuﬁ3 losbar» €3 gibt ciaen  Scharkpuakt  S:

&3
) =[-4/3
6/3

Losung Aufgabe 13

Rilde QAvus ciner Gleichu«j die Koordinatenorm
Wi¢ lrsuchen einen  Normalenvektor voa Eg:

2 [ z 04 = (-4)4 4
A5 ) ) (a2 5) (%)
-4 z2-14- 0-2 2

Normglen Porm : E,,:[;’( - (}zjﬂ(:'zq) =0

Noc@enorm in Koordindten fom  Surcin  AvsmulipliTieren:

(_@;’(’42)(}24) =0 =) Skeolarprodukt

X4=UX2tZXz~ z2-4-4=0
=>» X4 - L‘Xa‘f Z_X5 = 10 =7Koordioa¥enfore

Aus Ep wiSsea wir:
X,‘= /l—{+l-|\j
Xz = =4+2+4+ U

X3 = 4¥2t t2y

tinserzen o Koordinatenlorn,

Ao t+Uu=- Y- (4% 2er0) * 2-(1+2er2u) =10

- u=z 2 + 3
(=7 "i+“it



Uz 24 2 ¢ - \Wena men den Wert 0 v W dic
4 4

G\e\d\un3 w0 E, en:

Y 4 4
- 4 -1 3 S (4) :(—0&5)+t.(325
= (- + ~—+—t ' ! ' teK
* (4‘) t<2)+(“‘+“' ) 2 2.5 4,5
\/v —

G\eAU\Unﬁ aec SCh(\\Hjero\der\

Alternativ — wenn man einen grafikfahigen Taschenrechner hat:
(Z <2 z A _ v
—4>+r-o)+s 1 = (-4)+ t'(z)-f U~4)

2 -4 1 4 z 2

v (z

N
—_—

“+

w
—
AN
~

+

~
]

)
NN Y
~———

-+

(-
ll.l
NA-{
NS—————

L
/_\
\ ]
~ O
—_—

SL6S zB ™t Matixscweibweis€ md Teschenrechner |Ssen .

Man eelr ene G\e‘\c\nvns P £ ung v, B Man n E,
ennsetwr  (ur gie Sc\m\i’rge{ade.

Losung Aufgabe 14

Hilfsgerade h aufstellen:

f(z1-311) ond  E:2x4- 6x, -3x3=-28
s

-3
- _35 2
ht)(= P +t(;€) , tem
LotfuBpunkt bestimmen: n und E schoeidea Sich 1a F.

Xq= 3+2t ) o
Xy=-3-6¢ % Gle\chunj ¢ E elosetzen.
Xz=4+3L

z .
6)(-" ist Storrvektior ?\ (—5) yst k\cwrunssvek’ror



2-(3r2€)-6(-3-¢c€)-3(4-3¢) = 28
=> t= -1

3 2 < -
(-As)-4- (36) =(3) s o0f - F(1131Y)

Abstand berechnen:

-2 >
PF =<G) > Jd=|PF( = 1/('2)‘+62f52 = 3

3

Losung Aufgabe 15

+ (st der  Lotpuspunks  und liegt auf §. AlSD s 361+@n=

(i1)=(_g4)+t.<,z4) - F(erze(-1-+(3+x)

11 3 4
- 6t2tc — 1 S5+t
D?(\(\ %\H’ x_\:( P:F . P‘)’.\: = (_4_t - 2 ) - <'3“t )

5 3tk - M -Att
Px ot om\oson&l zum R&ch‘fvngsv(ik-ror von 3:

A
(?;Lf: >o(’4 ):O
-Att 4

2-(5+2¢) - 4-(-3-¢)* (=1t€) =0
=2 t=-2

F(erze(-1-+(3rt) rOr €=-2:
F(erz ¢)1-1-(-2)13-2)
F(zi11)

- 4
3

1P| = VA5 v st = Y = d (Pig)



Losung Aufgabe 16

3"?“{7)‘*5-(—44 , SER h x = -24)+€' —5z>. £ R
5 0 J 3 -z

Benétigte Gleichung: d(33 h) = l( 3-; ) e |

- .

No hestimmen -
~ : 0 & v ist
No ISt ein  Ejahe)tsvektor, dec Octho gl 2V :

A\so 3\\{'1 =4 NnyT4-n,t0-nz =0
3“;\ —Zhl. —ZV\S =0

) - 2
Wi setzen n,=2 8 dang gt ny=2 und N3z 4 > '\=(§)

Ri=72%42%, 42 = 3

(o3
—
o
>
—
4]
/\
—_—
W
\/
{
—_—
we
\/
\_/
WA
———
ENEN)
~———
I
—_
ro
~ W
———
—

N}
\
—
W
~
1]
0n
~
\
~N
~
——
"
]
~N
)
~N

Losung Aufgabe 17

Moglichkeit 1: AUFGABE

X4 = + Ys

> _(2 4 Xz = -1 +0

B = . S- - [4 S
9 (;>+ (g) X3 = 3 + 35

For jeden Punt aUE g gilt: P(z+us|-4|3t3s),

For AP it dsnn:  pp - ( 2: 4s -(_48 _ (‘8’5‘{5 >
3t35- g -6t3s



- e |
AR = Y(-8+4s)? + (-6+3s)® = V64-6Ys+165%+36 - 365+ 9s*
L&'nom() =;/100-4005.1—1551''5'}[25'(5‘3)"l

IAP\= 5-|s-2|

Dec Abstacd \AP\ soll 15 seia:  Stls-z| =45
'34:5, SZ=—/’

Einsetzen in g
2 . s A48
G () < o)

Losung Aufgabe 18

Moglichkeit 2: AUFGABE
R Y
K(ci«Ler3svck+o( von 3 st 3 = (O)

3
e
IVl = Y4Y2+0%+3%2 = 5
i :i -)-_' 4 h
Vo = L ?(_03)
Ds ea:
—;f\n :«ues fo\,,o 1_% - _Zf Y 4 (z_z|_4]48’)
OP~1=OA+’{S-UO=(—4) +15- 513
3 18
z
1

5;=5A-45-30=(f3)-45-L(%);(i ) Pz (-2(-110)
* 3 S |z o



